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E´QUATION COHOMOLOGIQUE DU FLOT AFFINE DE
REEB SUR LA VARIE´TE´ DE HOPF S
n × S1
Aziz El Kacimi Alaoui
(Septembre 2019)
Re´sume´. On calcule explicitement la cohomologie feuillete´e H∗F (M) du flot affine de
Reeb F sur la varie´te´ de Hopf Sn×S1. L’espace vectorielH1F (M) contient exactement
les obstructions a` la re´solution de l’e´quation cohomologique X · f = g et permet de
de´crire l’espace des distributions invariantes par tout champ X non singulier de´finissant
le feuilletage F .
1. Rappels
Dans cette section, on de´finit les principales notions conside´re´es dans ce texte : celle
de feuilletage, de cohomologie feuillete´e, de suite spectrale d’un reveˆtement...Tous les
objets ge´ome´triques (varie´te´s, fonctions, champs de vecteurs, formes diffe´rentielles...)
seront suppose´s de classe C∞. Et sauf mention expresse du contraire, les fonctions et
les formes diffe´rentielles seront a` valeurs complexes.
1.1. De´finion. Soit M une varie´te´ (connexe) de dimension m + n. Un feuilletage
F de codimension n (ou de dimension m) sur M est la donne´e d’un recouvrement
ouvert U = {Ui}i∈I et, pour tout i, d’un diffe´omorphisme ϕi : Rm+n −→ Ui tel que, sur
toute intersection non vide Ui ∩Uj , le diffe´omorphisme de changement de coordonne´es
ϕ−1j ◦ϕi : (x, y) ∈ ϕ−1i (Ui∩Uj) −→ (x′, y′) ∈ ϕ−1j (Ui∩Uj) soit de la forme x′ = ϕij(x, y)
et y′ = γij(y).
On peut aussi voir F comme la donne´e d’un sous-fibre´ τ de rangm du fibre´ tangent
TM comple`tement inte´grable, c’est-a`-dire, pour toutes sections X,Y ∈ C∞(τ) de τ (i.e.
des champs de vecteurs sur M tangents a` τ), le crochet [X,Y ] est encore une section
de τ . Les sous-varie´te´s connexes tangentes a` τ sont appele´es feuilles de F .
1.2. Exemples
Ce n’est pas ce qui manque, la the´orie des feuilletages en est riche. Mais nous n’en
donnerons que deux, a` la fois assez importants et de description relativement facile.
i) Le feuilletage line´aire sur le tore T2. Soit M˜ = R2 et conside´rons l’e´quation
diffe´rentielle line´aire dy − αdx = 0 ou` α est un nombre re´el. Elle a pour solution
ge´ne´rale y = αx+ c avec c ∈ R ; cette solution est une fonction line´aire dont le graphe
est une droite Fc. Lorsque c varie dans R, on obtient une famille de droites paralle`les
qui remplit le plan M˜ et qui y de´finit un feuilletage F˜ (ses feuilles sont les droites Fc).
L’action naturelle de Z2 sur M˜ pre´serve F˜ (i.e. l’image de chaque feuille F˜ par une
translation entie`re est une feuille de F˜). Le feuilletage F˜ induit alors un feuilletage F
sur le tore T2 = R2/Z2. Les feuilles de F sont toutes diffe´omorphes au cercle S1 si α
est rationnel et a` la droite re´elle sinon (comme on le voit sur le dessin ci-dessous). En
fait si α n’est pas rationnel, toute feuille de F est dense ; ceci montre que meˆme si,
localement, un feuilletage est simple, sa structure globale peut eˆtre un peu complique´e.
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ii) Le feuilletage de Reeb sur la 3-sphe`re. Soit M la sphe`re S3 vue comme suit dans
C
2 : S3 = {(z1, z2) ∈ C2 : |z1|2 + |z2|2 = 1}. On note D le disque unite´ ouvert de
C et D son adhe´rence (qui est le disque unite´ ferme´ {z ∈ C : |z| ≤ 1}). Les deux
ensembles M+ =
{
(z1, z2) ∈ S3 : |z1|2 ≤ 12
}
et M− =
{
(z1, z2) ∈ S3 : |z2|2 ≤ 12
}
sont
diffe´omorphes a` D× S1, ont le tore T2 comme bord commun :
T
2 = ∂M+ = ∂M− =
{
(z1, z2) ∈ S3 : |z1|2 = |z2|2 = 1
2
}
et leur re´union est S3. Il est alors clair que S3 peut eˆtre obtenue en recollantM+ etM−
le long de leur bord commun par le diffe´omorphisme (z1, z2) ∈ ∂M+ −→ (z2, z1) ∈ ∂M−
i.e. on identifie (z1, z2) a` (z2, z1) dans la re´union disjointe M+
∐
M− : on recolle deux
tores solides en identifiant un me´ridien du bord du premier a` un paralle`le du bord du
second. Soit f : D −→ R la fonction de´finie par :
f(z) = exp
(
1
1− |z|2
)
.
Notons t la deuxie`me coordonne´e dans D×R. La famille de surfaces (St)t∈R obtenue en
translatant le graphe S de f le long de l’axe des t de´finit un feuilletage sur D×R. Si on
rajoute le cylindre S1 ×R, ou` S1 est vu comme le bord de D, on obtient un feuilletage
F˜ de codimension 1 sur D×R.
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Par construction meˆme, le feuilletage F˜ est invariant par les transformations
(z, t) ∈ D × R 7−→ (z, t + 1) ∈ D × R et induit donc un feuilletage F0 sur le l’espace
quotient :
D× R/(z, t) ∼ (z, t+ 1) ≃ D× S1.
Il a le bord T2 = S1×S1 comme feuille compacte. Toutes les autres sont diffe´omorphes
a` R2 (cf. dessin ci-dessous).
Comme les morceaux M+ et M− sont diffe´omorphes a` D × S1, F0 de´finit sur M+ et
M− respectivement deux feuilletages F+ et F− ; leur recollement le long de la feuille
compacte T2 donne un feuilletage F sur S3 appele´ feuilletage de Reeb. Toutes les
feuilles sont diffe´omorphes au plan R2 a` l’exception de celle qui provient des bords de
M+ et M− qui est diffe´omorphe au tore T
2.
Le choix de la fonction f(z) = exp
(
1
1−|z|2
)
pour de´finir le feuilletage interme´diaire
sur D× R par les surfaces St n’est pas anodin. Le fait que son graphe soit infiniment
tangent a` la feuille S1 × R du bord de D× R permet de recoller les feuilletages F+ et
F− de manie`re C∞ en le feuilletage de Reeb sur S3 (mais qui ne saurait eˆtre analytique
par le the´ore`me de Haefliger).
La re´fe´rence [Go] est une bonne pre´sentation de tout ce qui a e´te´ fait en the´orie
des feuilletages depuis sa naissance jusque a` peu pre`s 1990, avec une bibliographie bien
fournie et une pre´face de Georges Reeb.
1.3. Cohomologie feuillete´e
• Soit F un feuilletage de dimension m sur M . On note TF son fibre´ tangent
et ν un sous-fibre´ supple´mentaire dans TM , par exemple le fibre´ orthogonal pour une
me´trique riemannienne. On dira qu’une forme diffe´rentielle α de degre´ ℓ sur M est
feuillete´e si α(X1, · · · , Xℓ) = 0 lorsque l’un des vecteurs X1, · · · , Xℓ est tangent a` ν.
Soit ΩℓF (M) l’espace vectoriel de telles formes. Pour ℓ = 0, Ω
0
F (M) est l’espace C
∞(M)
des fonctions C∞ sur M . On a un ope´rateur de diffe´rentiation exte´rieure le long des
feuilles : ΩℓF (M)
dF−→ Ωℓ+1F (M) de´fini (comme dans le cas classique), pour X1, · · · , Xℓ
tangents a` F , par la formule :
dFα(X1, · · · , Xℓ+1) =
ℓ+1∑
i=1
(−1)iXi · α(X1, · · · , X̂i, · · · , Xℓ+1)
+
∑
i<j
(−1)i+jα([Xi, Xj ], X1, · · · , X̂i, · · · , X̂j , · · · , Xℓ+1)
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ou` X̂i signifie qu’on a omis l’argument Xi. On ve´rifie facilement que dF est de carre´
nul. On obtient ainsi un complexe diffe´rentiel (dit complexe feuillete´ de (M,F)) :
(1) 0 −→ Ω0F (M) dF−→ Ω1F (M) dF−→ · · · dF−→ Ωm−1F (M)
dF−→ ΩmF (M) −→ 0.
Sa cohomologie (en tout degre´ ℓ) :
(2) HℓF (M) = Z
ℓ
F (M)/B
ℓ
F (M)
ne de´pend pas du choix du fibre´ supple´mentaire ν ; on l’appelle ℓe`me espace vectoriel
de cohomologie feuillete´e de (M,F). C’est un invariant important du feuilletage. Par
exemple, le dual topologique de l’espace HmF (M) contient les cycles feuillete´s au sens
de [Su] et donc, en particulier, les mesures transverses invariantes (cf. [Ek]). Le calcul
de H∗F (M) est souvent tre`s ardu. Pour une utilisation inte´ressante de la cohomologie
feuillete´e dans l’e´tude de la rigidite´ de certaines actions de groupes de Lie voir [MM].
• Une fonction f sur M est dite F -basique (ou simplement basique) si elle ve´rifie
dFf = 0, c’est-a`-dire si elle est constante sur les feuilles. Le faisceau des germes de
telles fonctions sera note´ OF ; il admet une re´solution fine (cf. [Va]) :
(3) 0 −→ OF dF−→ Ω0F dF−→ Ω1F dF−→ · · · dF−→ Ωm−1F
dF−→ ΩmF −→ 0
ou` ΩℓF est le faisceau des germes des ℓ-formes feuillete´es. Comme Ω
ℓ
F (M) est l’espace
des sections globales de ΩℓF , on a un isomorphisme canonique :
(4) HℓF (M) ≃ Hℓ(M,OF).
Les deux de´finitions permettent de faire des calculs, chacune a son utilite´ suivant la
nature des exemples et la manie`re dont ils sont de´crits. Mais c’est plutoˆt la version
“faisceau” que nous utiliserons le plus dans la suite.
1.4. Suite spectrale d’un Z-reveˆtement feuillete´
Soit M˜ une varie´te´ munie d’un feuilletage F˜ . Un automorphisme de F˜ est un
diffe´omorphisme M˜ −→ M˜ envoyant feuille sur feuille. L’ensemble Aut(F˜) de tels
automorphismes est un groupe pour la composition des applications.
Une action fide`le du groupe Z sur (M˜, F˜) est la donne´e d’un morphisme injectif
de groupes Z −→ Aut(F˜), donc de l’image γ de l’e´le´ment 1 (ge´ne´rateur du groupe Z).
Si cette action est libre et propre, le quotient M = M˜/〈γ〉 est une varie´te´ de meˆme
dimension que M˜ ; F˜ y induit alors un feuilletage F de meˆme dimension (et donc de
meˆme codimension). La projection canonique π : M˜ −→M est un reveˆtement feuillete´
i.e. un reveˆtement qui, en plus, envoie toute feuille de F˜ sur une feuille de F .
De ce qui pre´ce`de on de´duit que l’image re´ciproque π∗ (OF ) par π du faisceau OF
est le faisceau O
F˜
. On a donc une suite spectrale de terme :
(5) Epq2 = H
p(Γ, Hq(M˜ ,O
F˜
))
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et convergeant vers Hp+q(M,OF ). (L’espace vectoriel Hq(M˜,OF˜ ) est vu comme
Γ-module pour l’action induite par celle de Γ = 〈γ〉 sur M˜ .) Comme Γ ≃ Z, la
diffe´rentielle d2 : E
pq
2 −→ Ep+2,q−12 est nulle et donc la suite spectrale stationne au
terme E2. Ce qui donne, pour tout ℓ ∈ N, HℓF (M) = E0ℓ2 ⊕ E1,ℓ−12 . En particulier :
(6) H0F (M) = H
0(Γ, H0(M˜,O
F˜
)) = {fonctions basiques Γ-invariantes sur M˜}.
(7) H1F (M) = E
01
2 ⊕E102 = H0(Γ, H1(M˜ ,OF˜))⊕H1(Γ, H0(M˜,OF˜ )).
Si en plus F˜ est un flot (et donc aussi F), les espaces vectoriels H∗(M˜ ,O
F˜
) et
H∗(M,OF ) sont nuls pour ∗ ≥ 2 et donc la cohomologie feuillete´e H∗(M,OF) se
re´duit a` celle donne´e par les formules (6) et (7). Ce sera le cas pour le flot affine de
Reeb, objet de cette note.
2. Construction du flot affine de Reeb
Pour n ≥ 2 entier naturel, on note E l’espace euclidien Rn et (z, t) les coordonne´es
d’un point quelconque de E× R. On pose E∗ = E \ {0} et M˜ = E× R \ {(0, 0)}.
2.1. Le syste`me diffe´rentiel dz = 0 de´finit un feuilletage (un flot) F˜ sur M˜ ; ses
feuilles sont les courbes inte´grales du champ de vecteur T˜ = ∂
∂t
. De la meˆme manie`re,
l’e´quation diffe´rentielle dt = 0 de´finit un feuilletage V˜ de codimension 1.
– Toute feuille de F˜ passant par (z, t) avec z 6= 0 est une droite ; les autres sont
deux demi-droites F˜+ = {(0, t) : t > 0} et F˜− = {(0, t) : t < 0}.
– Toute feuille de V˜ passant par (z, t) avec t 6= 0 est une copie de l’espace E. Celle
qui reste (qui passe par les (z, 0)), qu’on notera V˜ , est isomorphe a` E∗.
2.2. Soient λ ∈]0, 1[ et M˜ γ−→ M˜ la transformation affine γ(z, t) = (λz, λt) ; elle
engendre une action analytique de Γ = 〈γ〉 = {γk : k ∈ Z} ≃ Z sur M˜ . Cette action
est libre et propre ; le quotient M = M˜/Γ est donc une varie´te´. Celle-ci est compacte,
et plus pre´cise´ment analytiquement isomorphe a` la varie´te´ de Hopf re´elle Sn × S1. Les
feuilletages F˜ et V˜ sont invariants par γ et induisent respectivement des feuilletages F
et V sur M .
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– Les feuilles F+ et F− de F provenant respectivement de F˜+ et F˜− sont des
cercles (courbes ferme´es simples). Les autres sont des courbes non ferme´es ; pour
chacune d’elle, un bout spirale autour de L+ et l’autre autour de L−. Le feuilletage F
est connu comme e´tant le flot affine de Reeb sur Sn × S1.
– La feuille V de V provenant de V˜ est une varie´te´ analytique isomorphe a` la
varie´te´ de Hopf Sn−1 × S1. Les autres feuilles sont diffe´omorphes a` E. Le feuilletage V
est connu comme e´tant le feuilletage affine de Reeb sur Sn × S1.
On peut mettre sur la varie´te´ Sn × S1 une me´trique riemannienne Θ de telle sorte
que les feuilletages F et V soient orthogonaux. Il suffit d’en de´finir une sur M˜ invariante
par γ, par exemple :
(8) Θ =
1
||z||2 + t2 (dz1 ⊗ dz1 + · · ·+ dzn ⊗ dzn + dt⊗ dt)
ou` ||z|| =
√
z21 + · · ·+ z2n est la norme euclidienne de z dans E. Pour cette me´trique,
les deux feuilletages F et V sont conformes.
3. Cohomologie feuillete´e de (M,F)
Dans cette section on calcule explicitement la cohomologie feuillete´e du feuilletage F
sur la varie´te´ M = Sn × S1. Plus pre´cise´ment, on de´montre le :
3.1. The´ore`me. La cohomologie feuillete´e HℓF (M) du flot affine de Reeb F sur la
varie´te´ de Hopf M = Sn × S1 est C pour ℓ = 0 et est isomorphe (en tant qu’espace de
Fre´chet) a` C∞(Sn−1 × S1) pour ℓ = 1. (Et bien suˆr, HℓF (M) = 0 pour ℓ ≥ 2.)
Pour ℓ ≥ 2, on a HℓF (M) = 0 pour une raison e´vidente de degre´. D’autre part, il
est facile de voir que H0F (M) = C. Cela vient du fait que toute feuille non compacte
de F spirale positivement sur F+ et ne´gativement sur F− ; donc une fonction basique
(continue) est ne´cessairement constante.
Toute la suite de ce texte sera consacre´e a` la de´monstration de l’isomorphisme
H1F (M) ≃ C∞(Sn−1 × S1). Elle se fera en trois e´tapes.
3.2. Dans l’hyperplan affine de E×R d’e´quation t = 1, on note B+ la boule ferme´e de
centre (0, 1) et de rayon un nombre ρ > 0 et C+ le coˆne ferme´ de base B+. De meˆme,
dans l’hyperplan affine d’e´quation t = −1, on conside`re la boule B− de centre (0,−1)
et de rayon ρ > 0 et C− le coˆne ferme´ de base B−. On pose :
(9) U+ = E× R \ C−, U− = E× R \ C+ et U = U+ ∩ U−.
Alors U = {U+, U−} est un recouvrement ouvert de M˜ . Les feuilletages induits par F˜
sur U+ et U− sont isomorphes au feuilletage sur E×R de´fini par la premie`re projection
(z, t) −→ z. Ils sont donc inte´grablement homotopes (cf. [Ek]) au feuilletage par points
sur l’espace euclidien E. De la meˆme manie`re, le feuilletage induit par F˜ sur U est
isomorphe au feuilletage sur E∗×R de´fini par la premie`re projection (z, t) −→ z. Il est
donc inte´grablement homotope au feuilletage par points sur E∗. Leurs cohomologies
feuillete´es respectives sont donc triviales ; plus pre´cise´ment on a :
(10) Hℓ
F˜
(U+) = H
ℓ
F˜
(U−) =
{
C∞(E) si ℓ = 0
0 si ℓ ≥ 1
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et
(11) Hℓ
F˜
(U) =
{
C∞(E∗) si ℓ = 0
0 si ℓ ≥ 1
Voici par exemple les ouverts U+ et U (U− est obtenu simplement en appliquant a` U+
la re´flexion par rapport a` l’hyperplan d’e´quation t = 0).
L’ouvert U+
L’ouvert U
Le recouvrement ouvert U = {U+, U−} est donc acyclique pour le faisceau OF˜ .
Par suite :
(12) H∗
F˜
(M˜) = H∗(M˜,O
F˜
) = H∗(U ,O
F˜
).
3.3. On peut alors utiliser le recouvrement ouvert O
F˜
-acyclique U pour calculer la
cohomologie feuillete´e de (M˜, F˜). La suite exacte longue de Mayer-Vietoris associe´e
s’e´crit :
(13) 0 −→ H0
F˜
(M˜)
r−→ H0
F˜
(U+)⊕H0
F˜
(U−)
j−→ H0
F˜
(U)
δ−→ H1
F˜
(M˜) −→ 0
ou` r(f) =
(
f|U+ , f|U−
)
(qu’on notera (f, f)), j(g, h) = g|U − h|U (qu’on notera g − h)
et δ est l’homomorphisme de connexion. Cette suite exacte s’e´crit plus pre´cise´ment :
(14) 0 −→ C∞(E) r−→ C∞(E)⊕ C∞(E) j−→ C∞(E∗) δ−→ H1
F˜
(M˜) −→ 0
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toujours avec r(f) = (f, f) et j(g, h) = g−h. L’image de r est un sous-espace ferme´ de
C∞(E)⊕ C∞(E) isomorphe a` C∞(E) ; il a pour supple´mentaire le facteur (C∞(E), 0)
puisque tout (g, h) s’e´crit de fac¸on unique (g, h) = (h, h)+(g−h, 0). En plus, ce facteur
est l’image de j dans C∞(E∗). On a donc un isomorphisme canonique :
(15) H1
F˜
(M˜) ≃ C∞(E∗)/C∞(E).
Pour simplifier, on notera dore´navant W l’espace H1
F˜
(M˜ ) ≃ C∞(E∗)/C∞(E). Muni de
la topologie quotient, W he´rite d’une structure d’EVT non se´pare´ puisque C∞(E) est
un sous-espace non ferme´ de C∞(E∗) (cf. Appendice section 5).
3.4. Comme l’ouvert E∗ est invariant par l’homothe´tie γ(z) = λz, γ agit sur C∞(E∗)
en pre´servant C∞(E) donc aussi sur le quotient W = C∞(E∗)/C∞(E) ; par suite W
est un Γ-module. On a donc une suite exacte de Γ-modules :
(16) 0 −→ C∞(E) j→֒ C∞(E∗) τ−→W −→ 0
ou` j est l’application dans la suite (14) et τ la projection canonique de C∞(E∗) sur le
quotient W . En prenant la cohomologie de Γ a` valeurs dans chacun de ces Γ-modules,
on obtient une suite exacte longue :
0 −→ H0(Γ, C∞(E)) j
∗
−→ H0(Γ, C∞(E∗)) τ
∗
−→ H0(Γ,W ) δ−→ · · ·
(17) · · · δ−→ H1(Γ, C∞(E)) j
∗
−→ H1(Γ, C∞(E∗)) τ
∗
−→ H1(Γ,W ) −→ 0
ou` δ est l’homomorphisme de connexion habituel. Reste a` de´terminer les espaces en
question, nous aurons bien besoin de certains d’entre eux pour la suite.
• L’espace H0(Γ, C∞(E)) est celui des fonctions de classe C∞ sur E invariantes
par γ, donc constantes ; par suite H0(Γ, C∞(E)) = C.
• L’espace H0(Γ, C∞(E∗)) est celui des fonctions C∞ sur E∗ invariantes par γ,
donc les fonctions sur V = E∗/〈γ〉 = Sn−1 × S1 i.e. :
H0(Γ, C∞(E∗)) = C∞(Sn−1 × S1).
• Calculons l’espace H1(Γ, C∞(E)). C’est le quotient de C∞(E) par le sous-espace
engendre´ par les e´le´ments de la forme f − f ◦ γ. Nous avons donc a` re´soudre l’e´quation
cohomologique f(z)− f(λz) = g(z) pour g ∈ C∞(E) donne´e. Une condition ne´cessaire
est g(z) = 0. Si on la suppose satisfaite, une solution formelle est donne´e par la se´rie :
f(z) =
∞∑
k=0
g(λkz).
Cette se´rie converge pour z = 0, puisque tous ses termes sont nuls. D’autre part, on
montre facilement que, pour tout R > 0, toutes ses se´ries de´rive´es sont e´quivalentes,
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sur la boule ferme´e de rayon R et centre´e a` l’origine, a` des se´ries ge´ome´triques de
raison une puissance de λ, donc elles convergent. Finalement, cette se´rie converge
pour la topologie C∞. Ce qui montre que f est C∞ et est une solution de l’e´quation
cohomologique f − f ◦ γ = g. On en de´duit que H1(Γ, C∞(E)) est de dimension 1 sur
C engendre´ par la fonction constante e´gale a` 1.
• Pour calculer H1(Γ, C∞(E∗)), on utilise le Γ-reveˆtement σ : E∗ −→ Sn−1 × S1
ou` Sn−1 × S1 est le quotient de E∗ (vu comme la feuille V˜ = E∗ × {0} du feuilletage
V de´crit dans la sous-section 2.1) par l’action du groupe Γ = 〈γ〉. Notons C∗ et C les
faisceaux des germes de fonctions C∞ respectivement sur E∗ et V = Sn−1 × S1. Ces
faisceaux sont fins et donc :
(18) Hℓ(E∗, C∗) =
{
C∞(E∗) si ℓ = 0
0 si ℓ ≥ 0 et H
ℓ(V, C) =
{
C∞(V ) si ℓ = 0
0 si ℓ ≥ 0.
Au reveˆtement σ est associe´e une suite spectrale convergeant vers Hp+q(V, C) et de
terme Dpq2 = H
p(Γ, Hq(E∗, C∗)). Comme :
0 = H1(V, C) = H1(Γ, C∞(E∗))⊕H0(Γ, H1(E∗, C∗)),
on a H1(Γ, C∞(E∗)) = 0.
• Avec ce qu’on vient de calculer, la suite exacte longue de cohomologie (17) peut
donc s’e´crire : 0 −→ C →֒ C∞(Sn−1 × S1) −→ H0(Γ,W ) δ−→ C −→ 0. Elle donne la
suite exacte (plus courte) :
(19) 0 −→ C∞(Sn−1 × S1)/C −→ H0(Γ,W ) δ−→ C −→ 0
qui montre que :
(20) H0(Γ,W ) =
(
C∞(Sn−1 × S1)/C)⊕ C ≃ C∞(Sn−1 × S1).
• Pour finir, la suite spectrale associe´e au reveˆtement feuillete´ (M˜ , F˜) −→ (M,F)
donne : H1F (M) = H
0(Γ, H1
F˜
(M˜ ))⊕H1(Γ, H0
F˜
(M˜ )). Mais, comme on vient de le voir
dans tous les calculs qui pre´ce`dent, on a :
H1(Γ, H0
F˜
(M˜)) = H1(Γ, C∞(E∗)) = 0
et :
H0(Γ, H1
F˜
(M˜)) = H0(Γ,W ) ≃ C∞(Sn−1 × S1).
Finalement on a le re´sultat annonce´ H1F (M) ≃ C∞(Sn−1 × S1). Ce qui termine la
de´monstration du the´ore`me 3.1. ♦
3.5. Remarque
Le the´ore`me 3.1. dit que l’espace de cohomologie feuillete´e H1F (S
n × S1) est
parame´tre´ par les fonctions de classe C∞ sur la feuille compacte V = Sn−1 × S1 du
feuilletage orthogonal V . Cette feuille est presque une section de F : elle coupe une
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et seule fois chacune des feuilles de F sauf F+ et F−. Si on prive M de F+ et F−, on
obtient une varie´te´ M0 munie du feuilletage induit F0. Le reveˆtement universel M˜0 de
M0 est le produit E
∗ ×R et le feuilletage F˜0 releve´ a pour feuilles les facteurs {z} ×R
avec z ∈ E∗. Si on munit V˜0 = E∗×{0} du feuilletage par points (qu’on notera P0), on
a une re´traction feuillete´e H((z, t), s) = (z, st) (avec s ∈ [0, 1]) de (M˜0, F˜0) sur (V˜0,P0).
Elle est e´quivariante par rapport a` l’action de γ mais ne pre´serve pas chaque feuille
individuellement ; elle ne saurait donc eˆtre une re´traction inte´grable. Toutefois, elle le
devient quand on prend les quotients respectifs sous l’action de Γ. Ainsi, le feuilletage
F0 sur M0 est inte´grablement homotope au feuilletage par points sur V = Sn−1 × S1.
Donc H1F0(M0) = 0.
4. Distributions invariantes
4.1. Si F est un flot de´fini par un champ non singulier X sur une varie´te´ M , sa
cohomologie feuillete´e peut se voir comme suit. Soit ν un sous-fibre´ supple´mentaire a`
F dans TM . Soit χ la 1-forme diffe´rentielle telle que χ(X) = 1 et χ|ν = 0. Il est facile
de voir que, pour tout ℓ ∈ N, on a :
(21) ΩℓF(M) =
{
C∞(M) si ℓ = 0
C∞(M)⊗ χ si ℓ = 1
0 si ℓ ≥ 2
et que le complexe feuillete´ se re´duit a` : 0 −→ Ω0F (M) dX−→ Ω1F(M) −→ 0 ou` dX est
l’ope´rateur de´fini par dXf = (X ·f)⊗χ. Son conoyau Ω1F (M)/ImdX est exactement le
premier espace de cohomologie feuillete´e H1F (M) de F . Il ne de´pend pas du champ qui
le de´finit : on ve´rife aise´ment, en exhibant explicitement un isomorphisme de complexes
feuillete´s, qu’on obtient la meˆme cohomologie si on remplace le champ X par un champ
Z = hX avec h fonction partout non nulle.
Le calcul de l’espace H1F (M) revient a` la re´solution de l’e´quation cohomologique
continue pour le champ X (cf. [DE]) :
(22) E´tant donne´e g ∈ C∞(M), existe-t-il f ∈ C∞(M) telle que X · f = g ?
L’espace H1F (M) contient exactement les obstructions a` la re´solution de cette e´quation,
d’ou` l’inte´reˆt de son calcul.
4.2. Supposons M compacte. Une distribution sur M est une forme line´aire continue :
ϕ ∈ C∞(M) T−→ 〈T, ϕ〉 ∈ C
i.e. un e´le´ment du dual topologique D′(M) de C∞(M). L’espace vectoriel D′(M) sera
muni de la topologie faible i.e. la topologie la moins fine qui rend continues toutes les
e´valuations line´aires eϕ : T ∈ D′(M) 7−→ 〈T, ϕ〉 ∈ C. Toute forme volume µ sur M
de´finit une injection f ∈ C∞(M) 7−→ Tf ∈ D′(M) donne´e par 〈Tf , ϕ〉 =
∫
M
(fϕ)µ. Une
distribution de ce type est dite re´gulie`re.
Soit M
γ−→M un diffe´omorphisme. Une distribution T sur M est dite invariante
par γ (ou simplement γ-invariante) si elle ve´rifie 〈T, ϕ◦γ〉 = 〈T, ϕ〉 pour toute fonction
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ϕ ∈ C∞(M). On dira que T est invariante par un groupe Γ de diffe´omorphismes de M
(ou Γ-invariante) si elle est invariante par chacun de ses e´le´ments.
4.3. Soit X un champ de vecteurs sur M . C’est aussi un ope´rateur diffe´rentiel du
premier ordre (on l’a de´ja` conside´re´ ainsi) X : C∞(M) −→ C∞(M) de´fini par l’e´galite´
(X · f)(x) = dxf(Xx). Il admet une extension naturelle aux distributions :
X : T ∈ D′(M) −→ X · T ∈ D′(M)
avec 〈X · T, ϕ〉 = −〈T,X · ϕ〉. (On peut donc s’inte´resser aussi a` la re´solution de
l’e´quation cohomologique continue au niveau des distributions X · T = S.)
Une distribution T est dite invariante parX ouX-invariante si elle ve´rifieX ·T = 0
i.e. elle est nulle sur l’image deX : C∞(M) −→ C∞(M) qui est l’espace des divergences
de X. Une condition ne´cessaire (et non suffisante en ge´ne´ral) pour que l’e´quation (22)
admette une solution f est 〈T, g〉 = 0 pour toute distribution T invariante par X.
L’espace D′X(M) des distributions invariantes par X s’identifie donc naturellement au
dual topologique de l’espace H1F (M).
Revenons a` notre flot F sur la varie´te´ de HopfM = Sn×S1. Il peut eˆtre de´fini par
n’importe quel champ non singulier dont les feuilles sont les courbes inte´grales. Un tel
champ s’e´crit en coordonne´es sur M˜ sous la forme X˜ = a(z, t) ∂
∂t
ou` a est une fonction
C∞ partout non nulle et ve´rifiant la condition d’invariance a(λz, λt) = λa(z, t), par
exemple a(z, t) =
√
||z||2 + t2. Du the´ore`me 3.1 on tire donc le :
4.4. Corollaire. Pour un champ X de´finissant le feuilletage F , l’espace D′X(M)
des distributions X-invariantes est naturellement isomorphe au dual topologique de
H1F (S
n × S1) = C∞(Sn−1 × S1), donc a` l’espace des distributions D′(Sn−1 × S1) sur la
varie´te´ de Hopf Sn−1 × S1.
5. Appendice
Il est bien connu que le premier groupe de cohomologie feuillete´e d’un flot line´aire sur
le tore T2 a` pente un irrationnel de Liouville est un espace vectoriel topologique non
se´pare´. Et souvent, quand la question se pose a` cet effet, curieusement tout le monde
cite cet exemple ! Mais c¸a peut se produire meˆme lorsque les feuilles sont ferme´es et
que le feuilletage est presque une fibration, c’est le cas du feuilletage (M˜, F˜) : on a
vu que H1
F˜
(M˜) s’identifie au quotient C∞(E∗)/C∞(E) dont nous avons affirme´ qu’il
n’est pas se´pare´. L’objet de cet appendice est de justifier cela en montrant que l’espace
C∞(E) n’est pas ferme´ dans C∞(E∗).
5.1. L’espace de Fre´chet C∞(E∗)
Soient λ un nombre re´el tel que λ > 1. Pour tout entier k ∈ N∗, on note Ck la
couronne de E∗ donne´e par Ck = {z ∈ E : λ−k ≤ ||z|| ≤ λk}. Alors la famille {Ck} est
une suite croissante de compacts telle que
∞⋃
k=1
Ck = E
∗.
Pour un multi-indice s = (s1, · · · , sn) ∈ Nn, on note |s| = s1+ · · ·+ sn sa longueur
et Ds l’ope´rateur diffe´rentiel ∂
|s|
∂s1z1···∂snzn
. Pour k, r ∈ N et f ∈ C∞(E∗), on pose :
(23) ρk,r(f) =
∑
|s|≤r
sup
z∈Ck
|Dsf(z)| .
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On obtient ainsi une famille de´nombrable filtrante de semi-normes sur l’espace C∞(E∗).
Elle y de´finit une topologie T qui en fait un espace de Fre´chet. Une suite de fonctions
fp dans C
∞(E∗) converge vers f ∈ C∞(E∗) au sens de cette topologie si, pour tous
k, r ∈ N, la suite nume´rique ρk,r(fp − f) (indexe´e par p) tend vers 0.
5.2. Le sous-espace C∞(E) n’est pas ferme´ dans C∞(E∗)
Pour le montrer, nous allons exhiber explicitement une suite de fonctions dans
C∞(E) qui converge au sens de la topologie T vers une fonction f dans C∞(E∗)\C∞(E).
Soit φ :]0,+∞[−→ R une fonction de classe C∞ ne se prolongeant pas en fonction
C∞ sur [0,+∞[. (On peut penser par exemple a` φ(t) = √t, φ(t) = 1
t
ou...) On pose :
(25) f(z) = φ(||z||2) et fp(z) = φ
(
||z||2 + 1
p
)
pour p ∈ N∗.
Il est e´vident que, pour tout p ≥ 1, la fonction fp est dans C∞(E) ; par contre f est
dans C∞(E∗) mais pas dans C∞(E).
On va indiquer rapidement comment montrer que la suite (fp) converge vers f pour
la topologie T . Un calcul facile mais lourd montre que, pour tout s = (s1, · · · , sn) ∈ Nn,
on a :
Dsf(z) =
|s|∑
ℓ=0
aℓ(z)φ
(ℓ)(||z||2) et Dsfp(z) =
|s|∑
ℓ=0
aℓ(z)φ
(ℓ)
(
||z||2 + 1
p
)
ou` aℓ est une fonction polynomiale en z1, · · · , zn et φ(ℓ) de´signe la de´rive´e d’ordre ℓ de
la fonction φ (sur ]0,+∞[ bien suˆr). On se met sur l’un des compacts Ck. La`, encore
une fois, un calcul facile mais un peu long, usant du the´ore`me des accroissements finis
applique´ a` chacune des fonctions φ(ℓ) sur l’intervalle
[
||z||2, ||z||2 + 1
p
]
donne :
sup
z∈Ck
|Dsfp(z)−Dsf(z)| ≤

|s|∑
ℓ=0
(
sup
z∈Ck
|aℓ(z)|
)(
sup
z∈Ck
|φ(ℓ+1)(z)|
) 1p .
D’ou` :
(26) ρk,r(fp − f) ≤
∑
|s|≤r
|s|∑
ℓ=0
(
sup
z∈Ck
|aℓ(z)|
)(
sup
z∈Ck
|φ(ℓ+1)(z)|
) 1p ≤ Cp
ou` C est une constante strictement positive qui ne de´pend que de φ, k et r. Ceci
montre que fp converge vers f pour toute semi-norme ρk,r. Autrement dit, la suite
(fp) converge vers f pour la topologie T . ♦
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